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微分方程式の対角化解法に関する一般的手順 
 

概要 

 
 ここでは、微分方程式の作用マトリックス表現およびその対角化解法に至るまでの一般的な手

順について述べる。 

これによりある微分方程式の作用マトリックス表現を得たい場合には、その手順さえ踏めばこ

れを完了することができる。この手順は、線形、非線形の微分方程式および連立微分方程式につ

いてその有効性が確認されている。ただし、微分方程式の解が級数によって表示されるようなも

のに関しては未確認である。 

この手順は、作用マトリックスのいわば基本形式[1]を土台としておりその有効性にも関わらず

非常にシンプルである。以降、１章において、作用マトリックスの基本形と本稿の主題である一

般的手順について示した後に、２章ではいくつかの例に対してこの手順を適用し実際に微分方程

式を作用マトリックス表現に置き換える。３章では、置き換えた作用マトリックスを対角化した

ものから、もとの微分方程式の解が得られることを確認する。 

 

 
1. 一般的手順 

 
 本章では、作用マトリックスと微分方程式を橋渡しする一般的な手順について示す。概要に述

べた通り、この手順の土台には「微分方程式の対角化解法」[1]における補遺の項で述べられた形

式がある。ここではこれを、作用マトリックスの基本形式と呼ぶことにして、まずこれから示し

た後に手順について述べることにする。 

 
1.1. 作用マトリックスの基本形式 

 
 右に示したものが作用マトリックスの基本形式である。 

さらに、これについて変数を f から x に書き換えた後に、 

漸化式表示したものが以下に示す形式である。 

この形式をもとに手順を進めることになる。 
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1.1.1 基本形式 
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1.1.2 基本形式の漸化式表示 
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1.2 微分方程式から作用マトリックス表現への手順 

 
 ここでは、２章以降で実際に行う作用マトリックス 

と微分方程式を橋渡しする際の一般的な手順について 

示す。なお、右に手順の例を合わせて示しておく。 
 
 

１．与えられた微分方程式を漸化式に書き換える。 
２．これを基本形式(1.1.2)の同一階数の所に置く。 
３．Δを１次までとし階数を可能な限り下げる。 

( ただし、最終的に１行のみになり行列にならない 
場合はその手前の階数にとどめる) 

 
 
である。与えられた微分方程式が変数分離系でない場合 
得られた漸化式を、そのまま作用マトリックスに書き換 
えればよい。 
 
一方、変数分離系あるいは非線形の場合は、 

 
 

４．漸化式の右辺を、左辺と同名な変数でくくり出す。 
５．残った変数名によって作動するスイッチ演算子を定義。 
６．スイッチ演算子に掛かる係数は相互作用成分とする。 

 
 
である。 

以上をまとめると結局は、基本形式を漸化式表示したものに対して、与えられた微分方程式を

代入し変形してゆけばよい。ということである。 

 

 
2. 微分方程式の作用マトリックス表現 

 
 本章では、ここまで示してきた手順を、いくつかの微分方程式に適用して、その作用マトリッ

クス表現を実際に導く。ここで扱う微分方程式は以下のものである。なおスペースの都合上、本

章に限りによって書式を２段組にした。 

 

2.1  微分方程式 ax
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2.3  連成振動 
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2.1  微分方程式 ax
dt
dxb

dt

xd
+=2

2
  

の作用マトリックス表現 

 
では実際に手順を用いて作用マトリックス

表現を導いてみる。手順を実行すると、 

 
2.1.1 与式を漸化式に書き換える 
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2.1.2 基本形式(1.1.2)の同一階数に置く 

 

)1()()(
1

1

1

''''
'

−
+

+

+

Δ+=

Δ+=
Δ+=

k
n

k
n

k
n

nnn

nnn

xxx

xxx
xxx

MM　　　　　
 → 

nnn

nnn

nnn

axbxx
xxx
xxx

+=
Δ+=
Δ+=

+

+

+

'''
''''
'

1

1

1

 

 
2.1.3 Δを１次までとし階数を可能な限り下げる。 

( ただし、最終的に１行のみになり 
行列にならない場合はその手前の 
階数にとどめる) 
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となり、得られた漸化式を、そのまま 

作用マトリックスに表現すると、 
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であり、最終的には、 
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2.2 微分方程式 2ax
dt
dx

=   

の作用マトリックス表現 

 
 この微分方程式は非線形であり、変数分離

形のものである。このような場合、手順６ま

で実行することになる。 

 
2.2.1 与式を漸化式に書き換える 
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2.2.2 基本形式(1.1.2)の同一階数に置く 
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2.2.3 Δを１次までとし階数を可能な限り下げる。 
 

2
1 nnn axxx Δ+=+  ただし nn xx '' 1≈+  

 
2.2.4 漸化式の右辺をくくり出す 

 
)1(1 nnn axxx Δ+=+  

 
2.2.5 スイッチ演算子を定義 
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2.2.6 スイッチ演算子に掛かる係数は 

相互作用成分とする 

 

nnnn xxaSxx ⋅Δ+=+ )(1  

 
となり、作用マトリックスに表現すると、 
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であり、これを展開したものと、最終的な結

果を合わせて示すと以下の通りである。 
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確かに 2.2.6 の式を表現している。 

 

 

2.3 連成振動  
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マトリックス表現 
 

 これは連立された微分方程式である。手順を実

行すると、 

 

2.3.1 与式を漸化式に書き換える 
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2.3.2 基本形式(1.1.2)の同一階数に置く 
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2.3.3 Δを１次までとし階数を可能な限り下げる。 
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となり、得られた漸化式を、そのまま 

作用マトリックスに表現すると、 
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であり、最終的には、 
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となる。 
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2.4 ロトカ・ヴォルテラ 
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の作用マトリックス表現  
 

 これは連立された非線形の微分方程式である。

これは変数分離形であるから、手順６まで実行す

ることになる。 

 

2.3.1 与式を漸化式に書き換える 

 

nnnn ybxaxx −=+1'  

nnnn ygxcyy +−=+1'  

 

2.3.2 基本形式(1.1.2)の同一階数に置く 

 

nnnn

nnn
ybxaxx

xxx
−=
Δ+=

+

+

1

1
'

'  

 

nnnn

nnn
ygxcyy

yyy
+−=
Δ+=

+

+

1

1
'

'  

 
2.3.3 Δを１次までとし階数を可能な限り下げる。 
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2.3.4 漸化式の右辺をくくり出す 
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2.3.5 スイッチ演算子を定義 
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となり、作用マトリックスに表現すると、 
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であり、展開すると 
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となり確かに 2.2.6 の式を表現している。 
よって最終的に、 
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３. 微分方程式との対応を確認 
 
 ここでは、２章において作用マトリックスで表現したものを対角化解法によって解くことで、

もとの微分方程式と対応していることを確認する。まず 2.1, 2.3 について示した後、2.2, 2.4 に

ついて示す。 
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であり、この作用マトリックス表現は、 
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であった。これを対角化し整理して、n=t/Δとして、Δ→０を実行すると、 
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であり、微分方程式の解と全く同じものが得られたことから、正しく対応していると言える*)。 

*) なお判別式 D=0 の場合については別項の「ジョルダン標準形による対角化解法」を参照。 
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3.2  2.3 の対角化 

 
2.3 は連立微分方程式であった、これとその解は、 
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であり、この作用マトリックス表現は、 
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であった。さきほどと同様に対角化し、Δ→０を実行すると、正しく対応している事がわかる。 
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3.3  2.2 の対角化 

 
 2.2 は非線形の微分方程式であった、式とその解は、 
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であり、この作用マトリックス表現は、 
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これは文献[2]と同様な方法で対角化を行えば、 
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ここで logの中の kは分割 Xkを表しているか

ら k/(k-1)は X/(X-dX)とし、a にかかる k は
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以上の計算から、最終的に 
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を得ることから、正しく対応していることが分かる。 
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3.4  2.4 の対角化 

 
 2.4 は非線形の連立微分方程式であった、式とその解は、 
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であり、この作用マトリックス表現は、 
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さきほどと同様に対角化を行う。 
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より、まず X については、 
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以上の計算から、その指数表示を得ると、 
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を得ることから、正しく対応していることが分かる。 
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 以上で一通りの説明を完了した。ここでは４つの方程式を扱った、線形微分方程式、簡単な非

線形方程式と、連立されたものとして連成振動とロトカ・ヴォルテラ方程式を例とした。いずれ

の方程式に対しても本稿の手順を用いて作用マトリックス表現が導かれることを示し、さらにそ

れによって導かれたものが、もとの微分方程式と正しく対応していることを対角化解法によって

示した。 

ここに例示しなかった他の微分方程式についても同様な結果が得られるはずであり、また手順

が明確化されたことにより、今後さらに多くの例が示され、作用マトリックスと微分方程式との

対応関係が確認されることが期待できる。 
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